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1 Introducción 


La topología producto fue introducida en 1930 por Tychonoff, una topología que toma como 
base la intersección finita de las preimagenes de proyecciones desde el espacio producto hasta 
cada uno de sus conjuntos componentes. 


En el caso finito de factores, esta coincide con la llamada topología por cajas, introducida 
previamente por Tietze en 1923. Sin embargo la topología de cajas presenta propiedades in- 
deseables para un producto de infinitos factores: entre otras, el producto de espacios conexos 
no es necesariamente conexo, ni el de compactos necesariamente compacto, cosas que sí suce- 
den para la topología producto. 


Por todo ello, se sobreentiende que en un producto cartesiano, salvo que se especifique lo 
contrario, se usa siempre la topología producto. 


2 Conjunto ||... ; Xa 


e Definición: Sea (XaJaej una familia de conjuntos no vacíos: 


][[ Xx. =1f: 1 >UaesXo/Va € J: f(a) € Xa) 


QEJ 


o Observación: En esta definición están implícitos: 


e Axioma de elección: Garantiza la existencia de funciones de elección para una familia 
de conjuntos no vacíos indexada a un conjunto arbitrario 


eVaeEJ: XAO => Il. Xo AN 


De ahora en adelante se supondrá que Va € J: X, HN 


El conjunto [[,,., XA. consiste en todas las funciones que van desde J hasta UaejXo. Si 
f € Il... Xo, equivale a [tataes € Il. Xo, donde Va E J: La E Xa 


o Observación: Se considera el caso finito: 
Se =112 0.0.1) 
e Seif Eller ka ie Pr1L,2). n= UserXa 


e fla) = 1, € Xa, para cada a; € J (las imágenes de cada a, € J por medio de f), por 
lo que f tiene esta forma: [Zataes 


e Gráficamente: figura 1 


Figure 1: Elemento de [[,¿; Xa 
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De ahora en adelante se denota TZ = f = [Zataes 


3 Topología por cajas 


Consideremos los espacios topológicos: (X,T x) y (Y,Ty), ahora se desea asignarle una 
topología al espacio X x Y, por lo que de manera intuitiva se considera el conjunto: 


B.=JUxV/UETxX,VETy) 


Figure 2: Elementos de B. En la figura 2 se muestran dos elementos de B., 
donde es claro que: 

(01 x V¡)N (Usa x Va) AWx2Z 
: para W ET x y Z €T y por lo que B, no puede 
ser una topología para X x Y, sin embargo puede 
funcionar como base topológica 


De manera general: dada una familia de espacios 
topológicos: ((Xa, Ta)hacy, se extiende lo an- 
terior para el conjunto [[..,X. , y se tiene el 
conjunto: 


Belli Ba ve Ed Ba eT ay 


Qe 


Se comprueba que B, forma una base topológica para | [.,., Xa: 


eVviec]|| 
TEB 


ej Ko DU ET 4 tal que: Ea € Un, Yo € 4, luego ABE |L. ¿Us € Bo, tal que 


2 ll. AUsMVa > ta 0 Y tae Va va el, 16: 12 E ll. Vaya tel li Ya 


por lo que: 
(Ll Ua,) An (Ll Ol NN [[ 0. A Vo) 


ae ace ace 


e Definición: En ((Xa, Ta)haes, la topología generada por la base 
B.= (Il... Ba/Va € J, Ba ET «y sobre el espacio [[,,. , X. se le llama topología por cajas 


(de la caja), y se denota: T.: 
(1 Ho; 1.) 
Qe 


ace 


4 Proyección Tg 


e Definición: Para todo P € J, se define la proyección: 


Tg : [[ x. —> Xg; donde: Tg(T) = 1g 


ac 


: es llamada proyección sobre el B-ésimo factor o aplicación proyección asociada al índice P 


o Observación: rg es sobreyectiva, para todo P € y: 


Sea x € Xg, existe un elemento £ € [[,, Xo tal que Va € J: sia AP: to E Xoysia=B: 
xg = 1 E Xg, por lo que: ma(1) = 1g =1 


5 Topología producto 


o Observación: En R x RR: 


Ti" ((a,b)) = (a,b) xR y 77'((c, d)) =R x (c, d) 


La intersección de las pre-imágenes de los abiertos en R es un abierto en Rx R (ver figura 3) 


Figure 3: En R x RR 


zx, '((a,b)) nx '((c,d)) 


Si se quiere formar una topología vía las pre-imágenes de los abiertos en cada X,, en principio 
hay que considerar tomar en cuenta cada pre-imagen de los abiertos de cada abierto en X,, 


como abiertos de | [,. , X4.: 


aceJ “+0 
Sg = fm U)/U E Tg), y S =Uges8g 


El conjunto $ conforma una subbase 


e Definición: La topología generada por la base 
Ba = (oí_,73 (U,)/n E N, Pi, Pa, -.., Bn € SU; € Tag, Wi =(1,2,...,n)) 


: se le llama topología producto y se denota T,; el espacio [[,,. , X. se llama espacio producto 


(1.7) 


o Observación: 
e Dada un conjunto contable: [8,, Ba, ..., Bn) EJ 
e Sean: U;¡ €T g,,U2 ET g,,...,Un ET 8,, 
e Sea £ e B= m7 (01) N m3, (Us) N ... N rg (Un) € Bp 


e Gráficamente: figura 4 


Figure 4: TEBEB 


9,4, pH E J 


o Observación: Si %, y € rg (U) > 1g € U, yg € U, gráficamente: ver figura 5 


: es decir que si 2, y están cerca en el espacio producto, entonces alguna de sus componentes 
está cerca también 


Figure 5: £,y € Tal 
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6 Proposiciones 


e Proposición: Sea [(Xa, Ta)haes una familia de espacios topológicos. Entonces Vf € y: 
T8 * Il. ey Xa > Xg es continua, abierta y sobreyectiva 


o Demostración: 
e Continua: Sea U € Ta, Ta (U) es abierto en el espacio producto 


e Abierta: Dado n E N, sean 61, Ba, ..., Bn E J, Vi € ([1,2,...,nj tomamos U, € Tg,, 
luego: 


E E E Xg;si BH f; , para todo 1 
Té (m3, (Us) n Ta, (Uz) Mescñ Tg, (Un)) = úl AÑ 0 
O; ; si PB = 6, , para algún 1 


e Sobreyectiva: Sea x € Xg, existe un elemento % € [[,¿, X. tal que Va € J: sia A 6: 
Za E Xy y sio =P: za =7 E Xg, por lo que: ma(£) = tg = 1 


o Ejemplo: rg en general no es cerrada incluso si J es finito: 


En E? = E! x E! (E? =espacio euclidiano de dimensión 1), el conjunto A = [(x, y)lxy = 1), 
la proyección sobre el primer factor: m¡(4) = Lxlx 4 0] no es cerrada 


e Teorema: Sea (X,T) un espacio topológico y ((Xa, Ta)tacy una familia de espacios 
topológicos, sea f : X > [[,., Xa. Entonces f es continua si y solo si rgo f: X —> Xg es 
continua Va € J 


Qe 


o Demostración: 


(>) U €T a, [mg o f) HU) = Pr (0) que es abierto en X y cada Ta (U) es abierto en 
el producto 


(S) Sea BE JyUET58, f” (7? (U)) = (ma o FJ (U) es abierto en X 


Cada rg o f son las funciones coordenadas de f y f es continua si y solo si f es continua 
coordenada a coordenada 


e Corolario: Sea (X,T) un espacio topológico y ((Xa, Ta)hacs una familia de espacios 
topológicos. Luego Va € J: sea fa : X —> Xa 


Se define f: X = Il. Xa, f(x) = [falz)haes. Entonces f es continua si y solo si Va € .: 
f.. es continua 


o Demostración: 


VB EJ: (mao fx) = ml flo) = mall fataes) = falz) 


o Ejemplo: La noción usual de "representación paramétrica de curvas” es una aplicación 
esencial del corolario anterior: 


Llamando ”curva” a cualquier imagen continua de un intervalo cerrado en E?, para decir que 
el sistema x = x(t), y = y(t) (con x(t), y(t) continuas) representa una curva en E?, se confía 
en el corolario para asegurar que t > (x(t), y(t)) es continua 


e Teorema: 


1. Va € J, 8, una subbase de (Xa,,T a); se define: 
fm¿*(U)18 € J,U € 8g] también es una subbase de la topología producto 


2. SiVa E J: An C Xa => Tlacs An =Tloes An 


o Diva Ed: Ay E Xo=> 
lo: y Aa, Topología producto de los Aa) = le y Aa, Topología restringida) 


4. Sea go € Il. y Xo, sea D = (2 € Tloes Xolla € Jia + yo) es finito) 
=> DC [|l.., Xo es denso 


o Demostración (4): 


Scan Ni NN LD RUNET 
> m3 (01) N 3 (Us) NM... rg (Un) 40 


Luego para cada ¿=1,2,...,n: U, 4 (), y se toman 2g, E U, tales que: 


28, si Q.= f, , para algún 1 


Sea í = Tata , donde: La = 
e y) sia. AB; , para todo 1 


Entonces: 4 € [m3 (U,) n Ta, (U2) Mia Ta, (Un)] NDA 


o Observaciones: Del teorema anterior: 


(1) No hace falta tomar cada abierto de la topología de cada X, basta tomar los 
elementos de la subbase y por ende también bastaría tomar los elementos de la base 


(2) La clausura se calcula coordenada a coordenada 


(3) Se sabe que cada A, hereda una topología como subespacio de X,, con esa topología 
sobre cada A, se puede formar una topología producto y esta coincidirá con la topología 
producto sobre los X,, pero restringida al producto de los A,, 


7 Topología por cajas vs topología producto 


o Ejemplo: En la topología por cajas el producto de conexos puede no ser conexo: 


En el espacio R* se consideran los conjuntos: A el conjunto de las sucesiones acotadas y B el 
conjunto de las sucesiones no acotadas, es claro que son conjuntos disjuntos y que el abierto 
dada la topología por cajas: 


U = (a, —1,a1+1) x (az — 1,a2 +1) X ...; para: a, = (a,, 09, ...) 


consiste en sucesiones acotadas si a,, está acotado y en sucesiones no acotadas si a, no está 
acotada, luego IR es conexo pero el producto IR“ dada la topología por cajas no es conexo 


Con la topología producto el producto de conexos es conexo (Dugundji capítulo 5, teorema 
1.7) 


o Ejemplo: En la topología por cajas el producto de compactos puede no ser compacto: 


Se considera el espacio [0, 1]% y el subconjunto A = [(2,) [11 = 1, si k =n, 2, = 0,otro caso); 
este conjunto es infinito por lo que si [0, 1]N es compacto: A tiene un punto límite, pero esto 
no es cierto 


Con la topología producto el producto finito de compactos es compacto (Munkres capítulo 
3, teorema 26.7) 


o Ejemplo: En la topología por cajas la continuidad componente a componente no garantiza 
continuidad: 


Se considera la función f : R > R*; f(t) = (t,t,t,...) (las funciones en cada coordenada son 
continuas) y el conjunto H = [[-,(-1/n,1/n) (el cubo de Hilbert) que es un abierto en 
la topología producto luego f(0) = (0,0,0,...) € H, si suponemos que f es continua, existe 
e > 0 tal que: (—e,8) € f*(U) lo que implica que f(e/2) = (e/2,8/2,...) € H pero no es 
cierto 


Con la topología producto la continuidad componente a componente implica la continuidad 
global y viceversa (ya se demostró aquí) 


Conclusiones 


. Aunque la topología por cajas sea más intuitiva en su formación, carece de propiedades 
que se desearían como compacidad, convexidad y continuidad componente a compo- 
nente 


. La cercanía en el espacio producto implica cercanía en alguna de sus componentes 


. En la topología producto f : [[ X. es continua si y solo si es continua componente a 
componente 


. El axioma de elección es esencial para la formación de la topología producto 
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